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Аннотация

Рассматривается обобщенная проблема Римана–
Гильберта для данных монодромии скалярного ли-
нейного дифференциального уравнения с иррегуляр-
ными особенностями.

1. Обобщенная проблема Римана–
Гильберта

Классическая проблема Римана–Гильберта – во-
прос о существовании системы

dy
dz

= B(z)y, y(z)∈ Cp, (1)

p линейных дифференциальных уравнений с задан-
ными фуксовыми особыми точками a1, . . . ,an ∈ C и
монодромией

χ : π1(C\{a1, . . . ,an},z0)−→GL(p,C) (2)

– в общем случае имеет отрицательное решение. На-
помним, особенность ai системы (1) называется фук-
совой, если матричная дифференциальная 1-форма
B(z)dz имеет простые полюсы в этой точке. Моно-
дромия системы – это представление фундаменталь-
ной группы проколотой сферы Римана в простран-
ство невырожденных комплексных матриц размера
p. При этом петля γ отображается в матрицу Gγ та-
кую, что Y(z) =Ỹ(z)Gγ , где Y(z) – фундаментальная
матрица системы в окрестности точки z0 и Ỹ(z) – ее
аналитическое продолжение вдоль γ.

Первый контрпример к проблеме Римана–
Гильберта был предъявлен А.А.Болибрухом в слу-
чае p = 3, n = 4 (подробно см. в [1], глава 2). Им же
получены различные достаточные условия положи-
тельного решения проблемы. Здесь мы остановимся
на одном из них, которое послужило основой данной
работы.

(A) Если представление (2) является монодро-
мией линейного дифференциального уравнения

dpu
dzp +b1(z)

dp−1u
dzp−1 + . . .+bp(z)u = 0 (3)

порядка p, все особенности a1, . . . ,an которого фук-
совы, то проблема Римана–Гильберта имеет поло-
жительное решение (см. [2], дополнение 1). Фук-
совость особой точки ai скалярного уравнения (3)
означает, что коэффициент b j(z) имеет в этой точке
полюс порядка не более j ( j = 1, . . . ,p).

Отметим, что фуксовы особенности как систе-
мы, так и скалярного уравнения, являются регуляр-
ными особыми точками, т. е. все решения вблизи них
имеют не более чем степенной рост. Поэтому пробле-
ма Римана–Гильберта, а также приведенное выше
достаточное условие ее разрешимости, могут быть
изложены в терминах мероморфной эквивалентно-
сти систем линейных дифференциальных уравне-
ний.

Линейное преобразование

ỹ = Γ(z)y (4)

(локальное, в окрестности Oi особой точки ai , или
глобальное) называется мероморфно обратимым, ес-
ли матрица Γ(z) мероморфна (в Oi или, соответ-
ственно, в C) и detΓ(z) 6≡ 0. Такое преобразование
переводит систему (1) в систему

dỹ
dz

= B̃(z)ỹ, B̃(z) =
dΓ
dz

Γ−1 +ΓB(z)Γ−1, (5)

которая называется мероморфно эквивалентной ис-
ходной системе (1).

Согласно теореме Племеля всегда найдется си-
стема (1) с заданными регулярными особыми точ-
ками a1, . . . ,an и монодромией (2). Поэтому отрица-
тельное решение проблемы Римана–Гильберта озна-
чает, что существуют системы с регулярными осо-
быми точками, которые не могут быть (глобально)
мероморфно эквивалентны фуксовым системам с те-
ми же особенностями. (Здесь мы используем тот
несложный факт, что две линейные системы с одина-
ковым набором регулярных особых точек (глобаль-
но) мероморфно эквивалентны тогда и только тогда,
когда они имеют одинаковую монодромию.) В то же
время, ввиду достаточного условия (A), система спе-
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циального вида

dy
dz

=




0 1 0
. . . . . .

0 0 1
−bp . . . . . . −b1


y, (6)

полученная из фуксова уравнения (3) с помощью
стандартной замены

y1 = u, y2 =
du
dz

, . . . , yp =
dp−1u
dzp−1 (7)

(следовательно, все особые точки этой системы регу-
лярны), глобально мероморфно эквивалентна фук-
совой системе с теми же особенностями.

В данной работе мы рассматриваем обобщенную
проблему Римана–Гильберта для линейных систем
с иррегулярными (т. е. не являющимися регулярны-
ми) особыми точками и аналог достаточного усло-
вия (A) для этой проблемы. Прежде чем сформу-
лировать обобщенную проблему Римана–Гильберта
(предложенную в [4]), напомним определение мини-
мального ранга Пуанкаре системы (1) в ее особой
точке.

Если ряд Лорана матрицы B(z) коэффициентов
системы (1) имеет вид

B(z) =
B−r−1

(z−a)r+1 + . . .+
B−1

z−a
+B0 + . . . (B−r−1 6= 0)

в окрестности особой точки a = ai , то число r назы-
вают рангом Пуанкаре системы в этой точке.

Нетрудно заметить, что (локальные) мероморф-
ные преобразования (4) могут как повышать, так
и понижать ранг Пуанкаре. Минимальным рангом
Пуанкаре системы (1) в особой точке ai называется
наименьший из рангов Пуанкаре систем (5), меро-
морфно эквивалентных системе (1) в окрестности Oi

точки ai .
Например, минимальный ранг Пуанкаре регу-

лярной особой точки равен нулю, а минимальный
ранг Пуанкаре иррегулярной особенности положи-
телен.

Обобщенную проблему Римана–Гильберта для
систем с иррегулярными особыми точками можно
сформулировать следующим образом.

Для каждого i = 1, . . . ,n рассмотрим локальную
систему

dy
dz

= Bi(z)y, Bi(z) =
Bi
−r i−1

(z−ai)r i+1 + . . .+
Bi
−1

z−ai
+ . . . , (8)

в окрестности Oi особой точки ai минимального
ранга Пуанкаре r i. Существует ли глобальная си-
стема (1) с особенностями a1, . . . ,an рангов Пуанка-
ре r1, . . . , rn, заданной монодромией (2) и мероморфно

эквивалентная системам (8) в соответствующих
окрестностях Oi?

Естественно, что для положительного решения
данной проблемы необходимо, чтобы монодромии
локальных систем (8) совпадали с соответствующи-
ми ограничениями χ |π1(Oi\{ai}) представления (2).

Будем называть представление (2) вместе с ло-
кальными системами (8) обобщенными данными мо-
нодромии.

Классическая проблема Римана–Гильберта яв-
ляется частным случаем обобщенной (когда все r i =
0; в этом случае системы (8) могут быть опущены,
поскольку они однозначно определяются представ-
лением монодромии (2)). В следующем параграфе
мы приводим контрпример к последней, когда мини-
мальные ранги Пуанкаре r i положительны, т. е. осо-
бенности систем (8) иррегулярны. Основным резуль-
татом работы является следующее обобщение доста-
точного условия (A), доказанное в [5].

Теорема 1. Система (6), соответствующая
уравнению (3), все особенности которого формально
не разветвлены, мероморфно эквивалентна систе-
ме (1) с теми же особыми точками, ранги Пуанка-
ре которых минимальны.

Другими словами, обобщенная проблема
Римана–Гильберта для обобщенных данных моно-
дромии, соответствующих скалярному уравнению
(3), особенности которого формально не разветвле-
ны, имеет положительное решение.

2. Контрпримеры к обобщенной про-
блеме Римана–Гильберта

Далее мы приводим контрпример к обобщенной
проблеме Римана–Гильберта, основанный на следу-
ющем предложении (см. [3] – предл. 2.2.4, доказа-
тельство теор. 2.3.3, следствие 2.3.2).

Предложение 1. Для любого набора точек
a1, . . . ,an ∈C и четного числа γ, 0< γ ≤ n−2, можно
построить трехмерное представление

χ∗ : π1(C\{a1, . . . ,an})−→GL(3,C),

обладающее следующими свойствами:
а) существует система (1) с особенностями

a1, . . . ,an и монодромией χ∗, причем особенность a1

регулярная и ее ранг Пуанкаре равен γ/2, а осталь-
ные особенности фуксовы;

б) не существует аналогичной системы с мень-
шим рангом Пуанкаре в точке a1.

Пример 1. Пусть a1, . . . ,a6∈C, γ = 4 и χ∗ – соот-
ветствующее этому числу представление из предло-
жения 1. Обозначим через G1, . . . ,G6 ∈GL(3,C) обра-
зующие данного представления, а через E1, . . . ,E6 –
их нормализованные логарифмы (т. е., Ek = 1

2π i lnGk).
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Рассмотрим следующие обобщенные данные мо-
нодромии:

(∗) представление χ∗;

(∗∗) локальные системы dy
dz = Bk(z)y (k = 1, . . . ,6), где

B1(z) =
E1

z−a1
− I

(z−a1)2 ,

Bk(z)=
Ek

z−ak
, k = 2, . . . ,6.

Покажем, что обобщенная проблема Римана–
Гильберта для данных монодромии (∗),(∗∗) имеет
отрицательное решение.

Допустим, существует (глобальная) система

dy
dz

= B(z)y (9)

с особыми точками a1, . . . ,a6 рангов Пуанкаре r1 = 1,
r2 = . . . = r6 = 0 соответственно и монодромией χ∗,
мероморфно эквивалентная системе dy

dz = B1(z)y в
окрестности (иррегулярной) особенности a1. Тогда ее
фундаментальная матрица имеет вид

Y(z) = Γ1(z)(z−a1)E1e
1

z−a1 ,

где Γ1(z) – мероморфно обратимая в точке a1 матри-
ца. Следовательно, система

dỹ
dz

=
(

B(z)+
I

(z−a1)2

)
ỹ,

полученная из (9) с помощью замены ỹ = e
− 1

z−a1 y,
имеет те же особенности и монодромию, но точка a1

является регулярной особенностью ранга Пуанкаре
1 для последней системы. Это противоречит одному
из свойств представления χ∗ (свойству б) из предло-
жения 1).

Список литературы

[1] Anosov D.V., Bolibruch A.A. The Riemann–Hilbert
problem. Braunschweig; Wiesbaden: Vieweg, 1994.
(Aspects Math.; V. 22).

[2] Болибрух А.А. Обратные задачи монодромии в ана-
литической теории дифференциальных уравнений.
М.: МЦНМО, 2009.

[3] Болибрух А.А. 21-я проблема Гильберта для линей-
ных фуксовых систем. М.: Наука, 1994. (Тр. МИАН;
Т. 206).

[4] Bolibruch A.A., Malek S., Mitschi C. On the
generalized Riemann–Hilbert problem with irregular
singularities // Exposition. Math. 2006. V. 24. P. 235–
272.

[5] Вьюгин И.В., Гонцов Р.Р. О построении системы ли-
нейных дифференциальных уравнений по скалярно-
му уравнению // Тр. МИАН. 2010. (в печати, см.
www.iitp.ru/upload/publications/4688/irregequ3.pdf)

279




