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Àííîòàöèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíî îáîáùåíèå èçâåñòíîé ïðî-
áëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Â êëàññè÷åñêîé ïðîáëå-
ìå òðåáîâàëîñü ïîñòðîèòü ôóêñîâó ñèñòåìó, èìå-
þùóþ çàäàííûå ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè è íàáîð
îñîáûõ òî÷åê. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïîñòðîå-
íèÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè çàäàí-
íîãî ãîëîìîðôíîãî òèïà ïî òåì æå äàííûì. Çàìå-
òèì, ÷òî ñëó÷àé òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñîâïà-
äàåò ñ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìîé Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà
äëÿ ôóêñîâûõ ñèñòåì.

1. Ââåäåíèå

Ôóêñîâîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìåðîìîðô-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè

dy
dz

= B(z)y, z ∈ C, y(z) ∈ Cp, (1)

ñ ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ B(z), èìåþùåé îñîáûå
òî÷êè � ëèøü ïîëþñà 1-ãî ïîðÿäêà. Òî÷íåå: ñèñòåìà
(1) íàçûâàåòñÿ ôóêñîâîé â òî÷êå, åñëè ìàòðèöà B(z)
èìååò ïîëþñ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ýòîé òî÷êå, ôóêñîâîé
â îáëàñòè, åñëè âñå åå îñîáåííîñòè â ýòîé îáëàñòè
� ôóêñîâû. Íàì áóäåò âàæåí ñëó÷àé, êîãäà ñèñòåìà
ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ñôåðå Ðèìàíà C = C∪∞ (= CP1).
Ñèñòåìó (1) íàçûâàþò ôóêñîâîé íà ñôåðå Ðèìàíà,
åñëè îñîáåííîñòè äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû åå êî-
ýôôèöèåíòîâ

ω = B(z)dz

ëèøü ïîëþñà 1-ãî ïîðÿäêà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ñèñòåìà (1) ôóêñîâà íà ñôåðå Ðèìàíà è èìååò îñîáûå
òî÷êè a1, . . . ,an, åñëè

B(z) =
n

∑
i=1

Bi

z−ai
,

n

∑
i=1

Bi = 0, (2)

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 08-

01-00342-à è ãðàíòîâ Ïðåçèäåíòà ÍØ-8508.2010.1, ÌÊ-

3178.2009.1.

ïðè÷åì âòîðîå óñëîâèå îçíà÷àåò â òî÷íîñòè, ÷òî
z = ∞ � íåîñîáàÿ òî÷êà ñèñòåìû (1).

Ìîíîäðîìèÿ. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) îáðàçóþò
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Y (z) ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ñèñòåìû (1), ò.å. ìàòðèöó,
ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà åå
ðåøåíèé. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà îïðåäåëåíà íà
ñôåðå C ñ ïðîêîëàìè â òî÷êàõ a1, . . . ,an. Ïðè àíà-
ëèòè÷åñêîì ïðîäîëæåíèè ìàòðèöû Y (z) âäîëü ïåòëè
γ ñ êîíöîì â íåîñîáîé òî÷êå z0, îáõîäÿùåé êàêèå-
òî îñîáûå òî÷êè, åå çíà÷åíèå ìîæåò èçìåíèòüñÿ,
òî åñòü ìàòðèöà Y (z) îïðåäåëåíà êàê îäíîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè C̃\{a1, . . . ,an}.
Ïîñêîëüêó ïðîäîëæåííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðè-
öà Ỹ (z) áóäåò áàçèñîì òîãî æå ïðîñòðàíñòâà ðåøå-
íèé, òî ñòàðàÿ ìàòðèöà ñ íîâîé ñâÿçàíà óìíîæåíèåì
íà ïîñòîÿííóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó Gγ :

Y (z) = Ỹ (z)Gγ .

Âîçíèêàåò ïðåäñòàâëåíèå [γ]→ Gγ (ãäå [γ] îçíà÷àåò
ãîìîòîïè÷åñêèé êëàññ ïåòëè γ):

χ : π1(C\{a1, . . . ,an},z0)→ GL(C, p), (3)

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ïåòëå íåâûðîæäåííóþ ìàò-
ðèöó, íàçûâàåìîå ïðåäñòàâëåíèåì ìîíîäðîìèè

ñèñòåìû (1).

Íàèáîëåå èçâåñòíûì âîïðîñîì ýòîé òåîðèè ÿâ-
ëÿëàñü ïðîáëåìà Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà (21-ÿ ïðîáëåìà
Ãèëüáåðòà) äëÿ ôóêñîâûõ ñèñòåì:

Äëÿ ëþáîãî ëè ïðåäñòàâëåíèÿ (3) ñóùåñòâóåò
ôóêñîâà íà ñôåðå Ðèìàíà ñèñòåìà (1),(2), èìåþùàÿ
ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðîìèè (3) è íàáîð îñîáûõ òî-
÷åê a1, . . . ,an?

Îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â 1989
ãîäó À.À. Áîëèáðóõîì. Êîíòðïðèìåð ïðèâåäåí â [1].

Ðàññëîåíèå è ñâÿçíîñòü. Åùå îäíèì âàæíûì
îáúåêòîì ñòàíóò ãîëîìîðôíûå ðàññëîåíèÿ íà ñôåðå
Ðèìàíà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ñâÿçíîñòÿìè.
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Ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì F
íàçûâàþò ñëåäóþùèé íàáîð îáúåêòîâ: B = C � áàçà,
F = Cp � ñëîé, {Ui} � ïîêðûòèå áàçû îêðåñòíîñòÿìè
è íàáîð ñêëåèâàþùèõ ôóíêöèé

gi j : Ui∩U j→ GL(p,C),

ãîëîìîðôíûõ è íåâûðîæäåííûõ â ñâîèõ îáëàñòÿõ
îïðåäåëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì êîöèêëà:

gi j(z) = g−1
ji (z), z ∈Ui∩U j;

gi j(z)g jk(z)gki(z) = I, z ∈Ui∩U j ∩Uk.

Íàáîð ôóíêöèé {gi j} íàçûâàþò ñêëåèâàþùèì êî-
öèêëîì. Ýòîò íàáîð îáúåêòîâ â ñîâîêóïíîñòè îïðå-
äåëÿåò ðàññëîåíèå, ñì. [2].

Ñâÿçíîñòüþ ∇ â ãîëîìîðôíîì âåêòîðíîì ðàñ-
ñëîåíèè F íàçûâàþò íàáîð ìàòðè÷íûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ 1-ôîðì {ωi}, îïðåäåëåííûõ êàæäàÿ â ñâî-
åé îêðåñòíîñòè Ui, óäîâëåòîâîðÿþùèõ ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ: ó êàæäîé ñèñòåìû

dy = ωiy (4)

ìîæíî ôèêñèðîâàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó
Yi(z) òàê, ÷òî äëÿ âñåõ i, j, z ∈Ui∩U j:

gi j(z) = Yi(z)Y−1
j (z).

Òàêîé íàáîð ôîðì íàçûâàþò ñâÿçíîñòüþ. Ëîãàðèô-
ìè÷åñêîé íàçûâàþò ñâÿçíîñòü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ôóêñîâûìè â ñâîèõ îêðåñòíîñòÿõ ñèñòåìàìè (4).

Ãîëîìîðôíàÿ êëàññèôèêàöèÿ ðàññëîåíèé íà
ñôåðå Ðèìàíà çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. (Áèðêãîô, Ãðîòåíäèê) Ãîëîìîðô-
íîå ðàññëîåíèå íàä C ãîëîìîðôíî ýêâèâàëåíòíî îä-
íîìó èç ðàññëîåíèé ñåìåéñòâà:(

U0 = C,U∞ = C\{0},g0∞ = zK ,ω0,ω∞

)
,

K = diag(k1, . . . ,kp), ki ∈ Z, k1 > . . . > kp.

K íàçûâàþò òèïîì ðàñùåïëåíèÿ ðàññëîåíèÿ.

Îñíîâíûì ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ýòîé ðàáî-
òû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé âîïðîñ, ïðåäëîæåííûé
Þ.Ñ. Èëüÿøåíêî.

Ìîæíî ëè ïî çàäàííîìó ïðåäñòàâëåíèþ (3), íà-
áîðó îñîáûõ òî÷åê a1, . . . ,an è íàáîðó öåëûõ ÷èñåë
K = (k1, . . . ,kp) ïîñòðîèòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ñâÿç-
íîñòü, èìåþùóþ äàííîå ïðåäñòàâëåíèå ìîíîäðî-
ìèè (3) è íàáîð îñîáåííîñòåé a1, . . . ,an, â ðàññëîåíèè
ñ òèïîì ðàñùåïëåíèÿ K?

Â êà÷åñòâå ìîòèâàöèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïðè-
âåñòè òå îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî ÷àñòíûå ñëó÷àè ýòîé

çàäà÷è ýêâèâàëåíòíû èçâåñòíûì çàäà÷àì. Òàê ñëó-
÷àé òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ K = 0 ýêâèâàëåíòåí,
ñôîðìóëèðîâàííûé âûøå êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìå
Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà. Äðóãîé ñëó÷àé (ñì. òåîðåìó )
ýêâèâàëåíòåí ïðîáëåìå Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà äëÿ ñêà-
ëÿðíûõ ôóêñîâûõ óðàâíåíèé. Ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåò-
ñÿ äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíûì îáîáùåíèå êëàññè÷å-
ñêîé ïðîáëåìû Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà.

2. Ôîðìóëà äëÿ ðàçìåðíîñòè

Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå ñ ëîãðàðèôìè÷åñêîé
ñâÿçíîñòüþ, îíî ìîæåò áûòü çàäàíî êîîðäèíàòíûì
îïèñàíèåì

(F,∇) =
(
U0 = C,U∞ = C\{0},g0∞ = zK ,ω0,ω∞

)
.

Îáîçíà÷èì çà ΩK ìíîæåñòâî âñåõ íå ýêâèâàëåíò-
íûõ ïàð (F,∇) ñ òèïîì ðàñùåïëåíèÿ K è íàáî-
ðîì îñîáåííîñòåé a1, . . . ,an. Íàñ áóäåò èíòåðåñî-
âàòü ðàçìåðíîñòü, ò.å. ÷èñëî íåïðåðûâíûõ ïàðàìåò-
ðîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò ìíîæåñòâî ΩK . Ïóñòü K =
diag(Il1d1, . . . , Ilmdm), ãäå d1 > d2 > .. . > dm, à Ils � åäè-
íè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè ls.

Òåîðåìà 2. Ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ΩK ðàâ-
íà

dimΩK = (n−1)p2−∑
i< j

lil j(wi j +1)−∑
i

l2
i +1, (5)

ãäå wi j = min(di−d j,n−1).

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü a1 = 0, à z = ∞ �
íåîñîáàÿ òî÷êà. Ðàññìîòðèì ôîðìó ω∞, ýòà ôîðìà
ôóêñîâà âíå íóëÿ, íî èìååò âèä ω∞ = z−Kω0zK − K

z ,
ãäå ôîðìà ω0 ôóêñîâà â C. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìà
ω∞ ìîæåò áûòü çàïèñàíà ðÿäîì Ëîðàíà è ýëåìåíò
ui j(z) ôîðìû ω∞ èìååò ïîðÿäîê ðîñòà (ïîðÿäîê íó-
ëÿ/ïîëþñà) ðàâíûé ordz=0ui j(z)≥ k j− ki−1.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ordz=0ui j ≥ n−1 ýëå-
ìåíò ui j(z) äîëæåí áûòü òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ.
Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìà ω � ìåðîìîðôíàÿ ôîðìà íà
C, à ñëåäîâàòåëüíî, ∑

n
i=1 ordz=aiui j(z)dz =−2, íî ui j(z)

èìååò íå áîëåå ÷åì ïðîñòûå ïîëþñà â îñîáûõ òî÷-
êàõ a2, . . . ,an, à çíà÷èò, ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè ui j(z)
íå ìîæåò ïðåâûøàòü n− 2 èëè ui j(z) äîëæíî áûòü
òîæäåñòâåííûì íóëåì.

Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ÷èñëî ïà-
ðàìåòðîâ îò êîòîðûõ çàâèñèò ôîðìà ω. Ýòî ñëåäó-
þùàÿ âåëè÷èíà

(n−1)p2 + ∑
i< j

lil j(di−d j−wi j).

Âòîðûì ýòàïîì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü ÷èñëî ïàðà-
ìåòðîâ îò êîòîðûõ çàâèñÿò ñèììåòðèè ôîðìû ñîõðà-
íÿþùèå ñâÿçíîñòü. Ýòè ôîðìû � ýòî êàëèáðîâî÷íûå
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ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåðíîñòü
èõ ìíîæåñòâà ðàâíà

∑
i≤ j

lil j(di−d j +1).

Ðàçíîñòü ýòèõ äâóõ âåëè÷èí ïëþñ îäèí (òàê êàê ïî-
ñòîÿííîå ñêàëÿðíîå êàëèáðîâî÷íîå ïðåîáðàçîâàíèÿ
íå èçìåíÿåò ôîðìó êîýôôèöèåíòîâ) è áóäåò îòâå-
òîì. 2

3. Ñâÿçíîñòü â ðàññëîåíèè è ñêàëÿð-

íûå ôóêñîâû óðàâíåíèÿ

Òåîðåìà 3. 1. (À.À. Áîëèáðóõ [1],[4]) Ïî
íåïðèâîäèìîìó ïðåäñòàâëåíèþ χ âèäà (3) è íàáî-
ðó îñîáåííîñòåé a1, . . . ,an ìîæíî ïîñòðîèòü ñêà-
ëÿðíîå ôóêñîâî óðàâíåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ïî íåìó ìîæíî ïîñòðîèòü ðàññëîåíèå òèïà
ðàñùåïëåíèÿ

K = ((n−2)(p−1), . . . ,n−2,0),

ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, èìåþùåé ìîíîäðî-
ìèþ χ è òå æå îñîáûå òî÷êè.

2. (È.Â. Âüþãèí [6]) Ïî ëþáîìó ïðåäñòàâëåíèþ
χ âèäà (3) è íàáîðó îñîáåííîñòåé a1, . . . ,an ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ñêàëÿðíîå ôóêñîâî óðàâíåíèå òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïî íåìó ìîæíî ïîñòðîèòü
ñòàáèëüíóþ ïàðó (îïðåäåëåíèå ñì. â [2]) ñ òèïîì
ðàñùåïëåíèÿ

K = ((n−2)(p−1), . . . ,n−2,0),

ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ, èìåþùåé ìîíîäðî-
ìèþ χ è òå æå îñîáûå òî÷êè.

Ýòà òåîðåìà îçíà÷àåò, ÷òî ïðîáëåìà Ðèìàíà�
Ãèëüáåðòà äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóêñîâûõ óðàâíåíèé
âêëàäûâàåòñÿ â çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ëîãàðèôìè÷å-
ñêîé ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè çàäàííîãî ãîëîìîðô-
íîãî òèïà.

4. Ñâÿçü ñ êëàññè÷åñêîé ïðîáëåìîé

Ðèìàíà-Ãèëáåðòà

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçó÷àåòñÿ âàæíûé ñëó÷àé çà-
äà÷è ïîñòðîåíèÿ ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè ñ òèïîì
ðàñùåïëåíèÿ âàðèàöèè îäèí, ò.å. êîãäà k1− kp = 1.
Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå íàðÿäó ñî
ñëó÷àåì òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé èìååò ïîëíóþ ðàç-
ìåðíîñòü (ñì. ôîðìóëó (5)), ýòî îòëè÷àåò åãî îò âñåõ
îñòàëüíûõ ñëó÷àåâ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kl ìàòðèöó
diag(1, . . . ,1,0, . . . ,0), ñ l åäèíèöàìè è p − l íóëÿ-
ìè.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ χ ïðî-
áëåìà Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà èìååò ïîëîæèòåëüíîå

ðåøåíèå, òî ïî íåìó ìîæíî ïîñòðîèòü ðàññëîåíèå
ñ òèïîì ðàñùåïëåíèÿ Kl äëÿ ëþáîãî l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäó-
åò, ÷òî ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå F ñ ëî-
ãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ ∇, ñ îñîáûìè òî÷êàìè
a1, . . . ,an è ìîíîäðîìèåé χ. Äëÿ óäîáñòâà ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî a1 = 0, ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ
ïîäõîäÿùåé äðîáíî-ëèíåéíîé çàìåíîé ïåðåìåííîé.
Ðàññìîòðèì ëåâåëåâñêóþ ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðè-
öó (áàçèñ ãîðèçîíòàëüíûõ ñå÷åíèé) ñâÿçíîñòè âáëè-
çè îñîáîé òî÷êè z = a1

Y1 = U1(z)zΛ1zE1 ,

äîïîëíèòåëüíî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêîå êîîðäè-
íàòíîå îïèñàíèå ðàññëîåíèÿ, ÷òî U1(z) = I + U1

1 z +
U2

1 z2 + . . .. Çàìåòèì, ÷òî

Y1(z) = z−KlŨ1(z)zΛ1+Kl zE1 ,

ãäå Ũ1(z) = zKlU1(z)z−Kl . Èìåÿ â âèäó ðàçëîæåíèå äëÿ
U1(z) ïîëó÷èì, ÷òî

Ũ1(z) = zKl (I +U1
1 z+o(z))z−Kl = I + zKl (U1

1 +o(1))zI−Kl ,

ò.å. Ũ1(z) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíî îáðàòèìîé ìàòðèöåé.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ìàòðèöà Ỹ1(z) = zKlY1(z) � ôóêñîâà
â íóëå, à ìàòðèöà Y1(z) � ôóêñîâà âåçäå âíå íóëÿ, ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî îíè îïðåäåëÿþò ðàññëîåíèå ñî ñâÿçíî-
ñòüþ.

(F,∇) =
(
U0 = C,U∞ = C\{0},

ω0 =
dỸ1(z)

dz
Ỹ−1

1 (z),ω∞ =
dY1(z)

dz
Y−1

1 (z),g0∞ = zKl

)
.

Òî åñòü ìû ïîñòðîèëè èñêîìîå ðàññëîåíèå. 2

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ïðîáëåìà Ðèìàíà-
Ãèëüáåðòà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ χ è íàáîðà îñîáûõ
òî÷åê a1, . . . ,an ðàçðåøèìà â ðàññëîåíèÿõ òèïà Kl,
òî îíà ðàçðåøèìà â íèõ ïðè ïî÷òè ëþáîì íàáîðå
îñîáåííîñòåé (êðîìå, áûòü ìîæåò, àíàëèòè÷åñêî-
ãî ïîäìíîæåñòâà êîðàìåðíîñòè 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç ïðåäû-
äóùåãî çàìå÷àíèÿ è òåîðåìû Á. Ìàëüãðàíæà î äè-
âèçîðå. 2

5. Êîíòðïðèìåðû

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâó-
þò êîíòðïðèìåðû ê ïðîáëåìå Ðèìàíà�Ãèëüáåðòà â
íåòðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèÿõ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
d ñóùåñòâóåò òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå (3) êî-
òîðîå íåëüçÿ ðåàëèçîâàòü êàê ïðåäñòàâëåíèå ìî-
íîäðîìèè ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòü íè â îäíîì
ðàññëîåíèè ñ òèïîì ðàñùåïëåíèÿ K = (k1,k2,k3) ïðè
k1− k3 < d. Óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî êîëè÷å-
ñòâà îñîáûõ òî÷åê n > 2d +2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâà-
íî íà óòâåðæäåíèÿõ èç [1] (ñì. ïðåäë. 2.2.4, äîêàçà-
òåëüñòâî òåîð. 2.3.3, ñëåäñòâèå 2.3.2). Ñîãëàñíî ïðåä-
ëîæåíèþ 1 èç [?]:

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà òî÷åê
a1, . . . ,an ∈ C è ÷èñëà d, 0 < 2d 6 n− 2, ìîæíî ïî-
ñòðîèòü òðåõìåðíîå ïðåäñòàâëåíèå

χ
∗ : π1(C\{a1, . . . ,an})→ GL(3,C).

îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
à) ñóùåñòâóåò ñèñòåìà (1) ñ îñîáåííîñòÿìè

a1, . . . ,an è ìîíîäðîìèåé χ∗, ïðè÷åì îñîáåííîñòü a1
ðåãóëÿðíàÿ è åå ðàíã Ïóàíêàðå ðàâåí d, à îñòàëüíûå
îñîáåííîñòè ôóêñîâû;

á) íå ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîé ñèñòåìû ñ ìåíü-
øèì ðàíãîì Ïóàíêàðå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 1 ìû âîñïîëü-
çóåìñÿ ïóíêòîì á) ïðåäûäóùåãî ïðåäëîæåíèÿ. Äåé-
ñòâèòåëüíî ïóñòü ïî ïðåäñòàâëåíèþ χ∗ ìîæíî ïî-
ñòðîèòü ðàññëîåíèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé ñâÿçíîñòüþ
è òèïîì ðàñùåïëåíèÿ K. Òîãäà ðàññìîòðèì ôîðìó
ñâÿçíîñòè ω∞ â îêðåñòíîñòè C\a1. Ñèñòåìà

dy = ω∞y,

ôóêñîâà âíå òî÷êè a1, à â ýòîé òî÷êå êàëèáðîâî÷íûì
ïðåîáðàçîâàíèåì ỹ = (z−a1)Ky ïåðåâîäèòñÿ â ñèñòåìó

dy = ω0y,

ôóêñîâó â òî÷êå z = a1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìà ω∞,
ïîëó÷åííàÿ èç ω0 ïî ôîðìóëå

ω∞ = (z−a1)K
ω0(z−a1)−K +

K
z−a1

dz

èìååò ðàíã Ïóàíêàðå â òî÷êå a1 íå âûøå, ÷åì k1−
k3, íî â ñëó÷àå, åñëè k1 − k3 > d ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ. 2

Â çàêëþ÷åíèå õî÷ó ñêàçàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ðà-
áîòû áûëè ïîëó÷åíû àâòîðîì ïðè îáñóæäåíèè ýòèõ
âîïðîñîâ ñ Þëèåì Ñåðãååâè÷åì Èëüÿøåíêî è Þëè-
åé Áèáèëî êîòîðûì àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëà-
ãîäàðíîñòü.
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